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L֨I GI֦I THI֒U 
 
 

NhҼ t°n s§ch, óôComplex Numbers from A to Zôô, n֥i dung nguy°n bӶn phֳ hӺu khԂp c§c 
vӸn ĽԚ li°n quan s֝ phֵc: tַ x©y dֽng trҼ֩ng s֝ phֵc, s֝ phֵc dӴng lҼ֯ng gi§c, ĽԒn 
h³nh h֙c phֵc... 
 
NgҼ֩i d֗ch ch֕ ch֙n l֙c m֥t s֝ vӸn ĽԚ lĨ thuyԒt, b¨i tԀp cҺ bӶn,  n©ng cao cֳa s֝ phֵc 
ĽԜ gi֧i thi֓u bԄng tiԒng Vi֓t, ng» hӺu phֱc vֱ Ľ֝i tҼ֯ng bӴn Ľ֙c l¨ h֙c sinh trung h֙c 
ph֡ th¹ng, sinh vi°n, ngҼ֩i kh¹ng chuy°n l¨m to§n v֧i s֝ phֵc.  
 
Trong khӶ nŁng c· thԜ, ngҼ֩i d֗ch c֝ gԂng d½ng nhֻng thuԀt ngֻ ph֡ biԒn nhӸt hi֓n 
nay. Tuy nhi°n kh¹ng thԜ kh¹ng d½ng nhֻng thuԀt ngֻ nԒu thiԒu n· th³ kh· l¸ng di֑n 
ĽӴt c§c vӸn ĽԚ vԚ s֝ phֵc. 
 
M֙i vi֓c d½ mu֝n hay kh¹ng, cȈng c· thԜ g©y ra thiΥu, s·t (hӴn chԒ sai, lΊm). Mong các 
em h֙c sinh, sinh vi°n v¨ quĨ v֗ th¹ng cӶm. 

      NgҼ֩i d֗ch. 
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1. DӴng ĽӴi s֝ cֳa s֝ phֵc 

1.1 ņΠnh nghǫa sΧ phοc 

Xét 2 {( , ) | , }R R x y RR x y .  

Hai phӺn tֹ 1 1( , )x y và 
2 2

( , )x y bԄng nhau ᵾ  
1 2

1 2

x x

y y
 . 

 ᶅ 1 1 2 2, ),( ( , )xy yx  ɴᴙ2
: 

T֡ng 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )z x y x x yz y x y  ɴᴙ2
. 

Tích 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1( , ).( , ) ( , ).z x y x y x yz xy y yx x  ɴᴙ2
. 

Ph®p to§n t³m t֡ng hai s֝ phֵc g֙i l¨ ph®p c֥ng. 

Ph®p to§n t³m t²ch hai s֝ phֵc g֙i l¨ ph®p nh©n. 

V² dֱ 1. 

a) 1 2( 5,6), (1, 2)z z   

1 2 ( 5,6) (1, 2) ( 4,4)z z . 

1 2 ( 5,6)(1, 2) ( 5 12,10 6) (7,16)z z . 

b) 
1 2

1 1 1
( ,1), ( , )

2 3 2
zz  

1 2

1 1 1 5 3
( ,1 ) ( , )

2 3 2 6 2
z z  

1 2

1 1 1 1 1 7
( , ) ( , )
6 2 4 3 3 12

z z  

ņ֗nh nghǫa. TԀp ᴙ2
, c½ng v֧i ph®p c֥ng v¨ nh©n ֫ tr°n g֙i l¨ tԀp s֝ phֵc ᴇ . PhӺn tֹ (x,y)ᶰᴇ 

g֙i l¨ m֥t s֝ phֵc. 

1.2 T²nh chͫt ph®p cίng  

(1) Giao hoán: 1 2 2 1 1 2, ,z z z z z Cz . 

(2) KԒt h֯p: 1 21 2 3 3 1 2 3() ,( ,),z z zz z z zz z C. 

(3) T֟n tӴi phӺn tֹ kh¹ng: 0 (0,0) , 0 0 ,C z z z z C. 

(4) M֙i s֝ có s֝ Ľ֝i: , : ( ) ( ) 0z C z C z z z z . 

S֝ 1 2 1 2( )z z z z : hi֓u cֳa hai s֝ 1 2,z z . Ph®p to§n t³m hi֓u hai s֝ g֙i l¨ ph®p trַ, 

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )z x y x x yz y x y  ɴᴇ. 

1.3 T²nh chͫt ph®p nh©n 

(1) Giao hoán: 1 2 2 1 1 2,. . ,z z z z Cz z . 
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(2) KԒt h֯p: 
1 21 2 3 3 1 2 3( . ). . .( ) ,, ,z z z z z Cz z z z . 

(3) T֟n tӴi phӺn tֹ ĽҺn v֗: 1 (0,1) , .1 1. ,C z z z z C. 

(4) M֙i s֝ kh§c 0 c· s֝ ngh֗ch ĽӶo: * 1 1 1, : . . 1z C z C z z z z . 

GiӶ sֹ *( , )z x y C , ĽԜ t³m 1 ( ', ')z x y , 

( , ).( ', ' ,
0

)
1

) (1 0
xx yy

yx
x y

xy
x y . GiӶi h֓, cho ta 

2 2 2 2
,'

x y
y

x y
x

x y
. VԀy  

1

2 2 2 2

1
( , )z

x y

z x y x y
 

ThҼҺng hai s֝ 1 1 1( , ), ( , )x y zz x y  ɴᴇ*là  

11 1 1 1 1
1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2
. ( , ).( , ) ( , )

z x y x x y y x y y x
z z x y C

z x y x y x y x y
. 

Ph®p to§n t³m thҼҺng hai s֝ phֵc g֙i l¨ ph®p chia. 

V² dֱ 2.  

a) NԒu (1,2)z thì 

1

2 2 2 2

1 2 1 2
( , ) ( , )
1 2 1 5 52

z . 

b) NԒu 1 2(1,2), (3,4)zz thì 

1

2

3 8 4 6 11 2

9 16 9 1
( , ) (

5
)

6 2 25
,

z

z
. 

LȈy thַa s֝ mȈ nguy°n cֳa s֝ phֵc: z  ɴᴇ*
, 

 0 1 2 . .1; ; . ;
n

nz z z z z zz z z z%&', n nguy°n dҼҺng. 

1( )n nzz , n nguyên âm. 

0 0n
, m֙i n nguy°n dҼҺng. 

(5) T²nh ph©n ph֝i cֳa ph®p nh©n v֧i ph®p c֥ng:  

1 2 3 1 3 1 22 31.( ) . . , , ,z z zz z z z zz z C  

Nhֻng t²nh chӸt tr°n cֳa ph®p nh©n v¨ c֥ng, chֵng t֛ ᴇ c½ng hai ph®p to§n c֥ng v¨ nh©n l¨ 

m֥t trҼ֩ng. 

1.4  Dͧng Ľͧi sΧ cνa sΧ phοc 

DӴng ĽӴi s֝ cֳa s֝ phֵc ĽҼ֯c nghi°n cֵu sau Ľ©y: 
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Xét song ánh
2
  

{0}, ( ): ( ,0)R f xf R x . 

HҺn nֻa  

( ,0) ( ,0) ( ,0)x y x y ; ( ,0).( ,0) ( ,0)x y xy . 

Ta Ľ֟ng nhӸt  

(x,0)=x. 

ņԊt i=(0,1) 
( , ) ( ,0) (0, ) ( ,0) ( ,0).(0,1)z x y x y x y  

( ,0) (0,1)( ,0)x yi x y x iy. 

ņ֗nh lĨ . S֝ phֵc bӸt kȢ z=(x,y) ĽҼ֯c biԜu di֑n duy nhӸt  dӴng z=x+yi, x,yɴ  ᴙ , 

trong Ľ· i
2
=-1. 

H֓ thֵc i
2
=-1, ĽҼ֯c suy tַ Ľ֗nh nghǫa ph®p nh©n : 

2 . (0,1).(0,1) ( 1,0) 1i i i . 

BiԜu thֵc x+yi g֙i l¨ dӴng ĽӴi s֝ cֳa s֝ phֵc z=(x,y). Do Ľ·: 

 2{ | , , 1}C x yi x R y R i . 

 x=Re(z): phӺn thcֽ cֳa z. y=Im(z): phӺn Ӷo cֳa z. ņҺn v֗ Ӷo l¨ i. 

(1) T֡ng hai s֝ phֵc 

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ) (( )z i iz x y x y x x y y i C. 

T֡ng hai s֝ phֵc l¨ m֥t s֝ phֵc , m¨ phӺn thֽc ( phӺn Ӷo)  cֳa n· bԄng t֡ng hai phӺn thֽc 

(phӺn Ӷo)  cֳa hai s֝  Ľ« cho. 

(2) T²ch hai s֝ phֵc 

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1( ).. ) (( ) ( )z x y x y xz i y x i Ci x xyy y . 

(3) Hi֓u hai s֝ phֵc  

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ) (( )z i iz x y x y x x y y i C. 

Hi֓u hai s֝ phֵc l¨ m֥t s֝ phֵc , m¨ phӺn thֱc ( phӺn Ӷo)  cֳa n· bԄng hi֓u hai phӺn 

thֽc(phӺn Ӷo)  cֳa hai s֝ phֵc Ľ« cho. 

Khi thֽc h¨nh c֥ng, trַ , nh©n s֝ phֵc thֽc hi֓n tҼҺng tֽ quy tԂc t²nh Ľa thֵc ch֕ cӺn lҼu Ĩ 
2 1i  l¨ Ľֳ. 

V² dֱ 3.  

a) 1 25 6 , 1 2i iz z   

1 2 ( 5 6 ) (1 2 ) 4 4z z i i i . 

1 2 ( 5 6 )(1 2 ) 5 12 (10 6) 7 16z i i iz i . 

b) 
1 2

1 1 1
,

2 3 2
i z iz  

                                                 
2
 f  l¨ m֥t ĽԆng cӸu 
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1 2

1 1 1 1 1 1 5 3
( ) ( ) (1 )

2 3 2 2 3 2 6 2
z i i iz i  

1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 7
( )( ) ( )

6 2 4 3 3 122 3 2
z i i i iz . 

1.5  LȈy thρa cνa Ḽ̌n vΠ ͩo i 
0 1 2 3 2

3 4 74 5 6 5 6

1; ; 1; . ,

. 1; . ; . 1; .

i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i i

i

i
. 

BԄng quy nӴp ĽҼ֯c : 
4 4 1 4 2 4 31; ; 1; ,n n n ni ii iii  ᶅn  ɴᴓ*

 

Do Ľ·  

{ 1,1, , }ni i i , ᶅ  n  ɴᴓ . 

 NԒu n nguy°n ©m , c· 

1 1
( )( ) ( ) .n n n ni i

i
i  

V² dֱ 4.  

a)  
105 23 20 34 4.26 1 4.5 3 4.5 4.8 2 1 1 2i i i ii i ii i i . 

b)  GiӶi phҼҺng tr³nh : 3 18 26 , , ,i z xz yi x y Z . 

Ta có 
3 2 2 2( ) ( )( ( 2 )() )x yi x yi x y xyi xx yiyi  

3 2 2 33 ) (3 ) 18 26 .( xy x y y i ix  

Sֹ dֱng Ľ֗nh nghǫa hai s֝ phֵc bԄng nhau, ĽҼ֯c: 
3 2

2 3

3 18

3 26

x xy

x y y
 

ņԊt y=tx, 2 3 3 2) 26(18(3 3 )y y x yx x ( cho ta xÍ 0 v¨ yÍ 0) 

ᵼ 3 2)1 2 1 38(3 6( )t tt ᵼ 2(3 1)(3 12 13) 0.t t t  

Nghi֓m hֻu tׁ cֳa phҼҺng tr³nh l¨ t=1/3. Do Ľ·  

x=3, y=1ᵼ z=3+i. 

1.6  SΧ phοc li°n hιp 

Cho z=x+yi. S֝ phֵc z x yig֙i l¨ s֝ phֵc li°n h֯p cֳa z. 

ņ֗nh lĨ.  

(1) z z z R, 

(2) z z , 

(3) .z zl¨ s֝ thֽc kh¹ng ©m, 
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(4) 
1 2 1 2z z z z, 

(5) 
1 2 1 2. .z z z z , 

(6) 1 1( )z z , 
*z C , 

(7) 1 1

2 2

z z

z z
, *

2z C , 

(8) Re( ) Im(z),
2 2

=
z z z

z
z

i
 

Chֵng minh. 

(1) .z x yi x iz y  

Do Ľ· 2yi=0ᵼ y=0ᵼ z=x  ɴᴙ . 

(2) , .z x yi z x yi z 

(3) 2 2( )( ). 0zz x yi x yi x y  

(4) 
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2) ( )( ( ) ( )x xz z x y y i x y y i 

21 1 2 1 2) ( )( i x y z zx y i . 

(5) 
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1) ( ) ) (. ( ( )z z x y i x y x y x y y i xx y xx y y  

1 1 2 2 1 2( )( )x iy x iy z z . 

(6) 
1 1 1

1 ( . ) 1 .( ) 1.z z z
z z z

, 

tֵc l¨ 1 1( ) ( ) .z z  

(7) 1 1
1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 1
( . ) .( ) . .

z z
z z z

z z z z z
 

(8) ( ) ( ) 2 .z x yiz x yi x  

( ) ( ) 2 .z x yi x yz yi i  

Do Ľ·: Re( ) Im(z),
2 2

=
z z z

z
z

i
 

LҼu Ĩ.  

a)  Vi֓c t²nh s֝ ngh֗ch ĽӶo cֳa s֝ phֵc kh§c 0, ĽҼ֯c tiԒn h¨nh: 

2 2 2 2 2 2

1

.

z x yi x y
i

z z z x y x y x y
 

b) T²nh thҼҺng hai s֝ phֵc: 

1 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 22 2

. ( )( ) ( )

.

z z z x y i x y i x y x x y
i

z x y x y

y

z

x

z

y

x y
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Khi thֽc h¨nh t³m s֝ ngh֗ch ĽӶo, t³m thҼҺng thֽc hi֓n tҼҺng tֽ quy tԂc t²nh Ľa thֵc ch֕ cӺn lҼu 

ý 
2 1i  l¨ Ľֳ. 

 

V² dֱ 5.  

a) T³m s֝ ngh֗ch ĽӶo cֳa 10 8z i . 

1 1

2 2

1 1(10 8 ) 10 8

10 8 (10 8 )(10 8 ) 10 8

10 8 5 2

164 82

( 8 )

4

10

1

i i

i i i

i
i

z i

 

b) Tính 
5 5 20

.
3 4 4 3

i

i i
z  

2 2

(5 5 )(3 4 ) 20(4 3 ) 5 35 80 60
.

9 16 1 256 29 5

i i i i

i
z

i

i
 

75 25
3

25

i
i . 

c)  Cho 1 2,z z C. Chֵng t֛ 
1 2 1 2. .E z z z zl¨ m֥t s֝ thֽc 

1 2 1 2 1 2 1 2.E z z z z z z z z E E R. 

1.7  M¹Ľun cνa sΧ phοc 

S֝ 
2 2| | x yz g֙i l¨ M¹Ľun cֳa s֝ phֵc z=x+yi. 

V² dֱ 6. Cho  

1 2 34 3 , 3 , 2z z zi i ,  

2 2 2

2 3

2 2

1| | 0| 4 3 5, | ( 3) 3, | 2| 2z z z . 

ņ֗nh lĨ. 

(1) | | | |( ) | |, ( ) | |.Re z z z Im zz z  

(2) 0,| | 0 .| 0| zz z  

(3) | | | || |z z z . 

(4) 2.z z z . 

(5) 1 2 1 2| | || | |z z zz . 

(6) 1 2 1 2 1 2| | | | | | | || | .z z z z zz  

(7) 1 1 *| | || ,zz z C  

(8) *1 1
2

2 2

| |
| | ,

| |

z z
z C

z z
. 

(9) 1 2 1 2 1 2| | | | | | | || | .z z z zz z  
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Chֵng minh 

D֑ kiԜm tra (1)-(4) Ľ¼ng 

(5) 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2. | ( . )( ) ( . )( ) | | | || z z z z z z z zz z z z  

1 2 1 2| | || || z zz z . 

(6) 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 2| ( )( ) ( )| | ||( ) |z z z z z z z z z z z z z zz z  

B֫i v³ 1 2 1 2 1 2z z z z z z, kéo theo 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 ( ) 2 | | 2 | || | 2 | || |z z z e z z z z z z zz z . 

Do Ľ· 
2 2

1 2 1 2| (| | | |)| z z zz . Nên 1 2 1 2| | | || |z zz z . 

BӸt ĽԆng thֵc b°n tr§i c· ĽҼ֯c do: 

1 1 2 2 1 2 2 1 2 2

1 2 1 2

| | | | | | | | | | |

| | | | |

|

|

z z z z z z z z z

z z z z

z
 

(7) 
1 1 1 1

1 |
|

. | . 1
|

z
z z z

z
z

.  

Nên 
1 1 *| | || ,zz z C . 

(8) 1 1 11 1
1 1 2 1 2 1 2

22 2

||
1 | |

| | | | | | | |
|

|
|

|
z z

z z z z z z
z

z
z z

. 

(9) 1 1 2 2 1 2 2| | | | | | || z z z z z zz Nên 1 2 1 2| | | | | |z z z z . 

MԊt kh§c 

1 2 1 2 1 2 1 2| | | || ( ) | | | | | | |z z zz zz z z . 

BӸt ĽԆng thֵc 1 2 1 2| | | || |z zz z l¨ ĽԆng thֵc 
1 2 1 2( ) | || |Re z z z z ,  

tֵc l¨ 1 2z tz , t l¨ s֝ thֽc kh¹ng ©m. 

Bài tԀp 1. Chֵng minh  
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2| || | 2(| | | | )z z z z z z . 

L֩i giӶi. Sֹ dֱng t²nh chӸt (4),  
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2| | ( )(| ) )(| ( )z z z z z z z z z z z z 
2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2| | | | | | || z z z z z z z z z zz z  
2 2

1 2| | | )2(|z z . 

Bài tԀp 2. Chֵng minh nԒu 1 2 1 2| | | 1,| 1z zz z  thì 1 2

1 21

z z

z z
l¨ s֝ thֽc. 

L֩i giӶi. Sֹ dֱng t²nh chӸt (4),  
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2

1 1 1 1

1

1
| | 1, .z z z z

z
 

TҼҺng tֽ, 
2

2

1
,z

z
ĽԊt s֝ tr°n là A, 

1 2 1 21 2

1 21 2

1 2

1 1

1 1 11 1

z z z zz z
A A

z zz z

z z

. 

VԀy A l¨ s֝ thֽc. 

Bài tԀp 3. Cho a l¨ s֝ thֽc dҼҺng v¨ ĽԊt 

*

0

1
,| | .M z C z a

z
 

T³m gi§ tr֗ nh֛ nhӸt v¨ gi§ tr֗ l֧n nhӸt cֳa |z| khi z ɴM0. 

L֩i giӶi.  
2 2

2 2 2

2 2

1 1 1 1
| | ( )( ) | |

| | | |

z z
z z z z

z z z z
a

z
 

4 2 2

2

| | ( ) 2 | | 1
.

| |

z z z z

z
 

Do Ľ· 
4 2 2 2| | ( 2) 1 ( ) 0| | .z az z z  

2 4 2 2 4 2
2 2 4 2 4

| | [ ; ]
2 2

a a a a a a
z  

2 24 4
| | [ ; ]

2 2

a a a a
z . 

2 24 4
max | | ,min | |

2 2

a a a a
z z . 

,z M z z. 

Bài tԀp 4. Chֵng minh m֙i s֝ phֵc z, 

|
1

2
1|z , hoԊc 2 1 1.| |z  

L֩i giӶi. PhӶn chֵng 

|
1

2
1|z và 2 1 1.| |z  

ņԊt z=a+biᵼ 
2 2 2 2 .a bz abi  
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2 2 2 2 2 2 2(
1

) 4 1,(1 ) ,
2

1 b a b aa b  

2 2 2 2 2 2 2( ) 2( ) 0,2( ) 4 1 0.a b a b a b a  

C֥ng c§c bӸt ĽԆng thֵc ĽҼ֯c  
2 2 2 2( ) (2 1) 0.a b a M©u thuӾn 

Bài tԀp 5. Chֵng minh  

27 7
|1 | |1 | 3

62
z z z ,  ᶅ   z, |z|=1. 

L֩i giӶi. ņԊt  

|1 | [0;2]t z . 
2

2 2
(1 )(1 ) 2 2 ( ) ( ) .

2

t
z z Rt e z Re z  

Khi Ľ· 2 2|| 7 2 .1 | |z tz X®t h¨m s֝  

2, ( ) | 7 2 |.:[0;2] R f tf t t  

ņҼ֯c 

27 7 7 7
) | 7 2 | ( ) 3(

2 2 6
.

6
t t ff  

 
Bài tԀp 6. Xét  

{ , 1 , }C z x i xH z x R . 

Chֵng minh rԄng t֟n tӴi duy nhӸt s֝ phֵc ,| | | |, .H z wz w H  

L֩i giӶi. ņԊt  
1 , .y yi y R 

L¨ Ľֳ nԒu chֵng minh ĽҼ֯c ,t֟n tӴi s֝ thֽc duy nhӸt x sao cho 
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2 2 2 2( 1)( 1) x y yx , ᶅ  y  ɴR. 

N·i c§ch kh§c , x l¨ ĽiԜm cֽc tiԜu h¨m s֝  

2 2 2 21 1
, ( ) ( 1) 2 2 1 2( ) ,

2 2
: R f y y y y y yf R  

Do Ľ· ĽiԜm cֽ tiԜu l¨ 

1 1 1
.

2 2 2
zx i  

Bài tԀp 7. Cho x,y,z l¨ c§c s֝ phֵc ph©n bi֓t sao cho 
(0;1(1 ) , ).y tx t z t  

Chֵng minh rԄng 

| | | | | | | | | | | |
.

| | | | | |

z y z x y x

z y z x y x
 

L֩i giӶi. Tַ h֓ thֵc (1 )y tx t z,  

( ).z y t z x  

BӸt ĽԆng thֵc  

| | | | | | | |
.

| | | |

z y z x

z y z x
 

tr֫ th¨nh  
(|| | | | | | |),z zy t x  

hay  
(1 ) | || | | .| t z t xy  

VԀn dֱng bӸt ĽԆng thֵc tam gi§c cho  

(1 )y t z tx, ta c· kԒt quӶ. 

BӸt ĽԆng thֵc thֵ hai , ĽҼ֯c chֵng minh tҼҺng tֽ, b֫i  
(1 )y tx t z 

tҼҺng ĽҼҺng v֧i 
(1 )( ).y x t z x  

 

1.8  Giͩi ph̯̭ng tr³nh bͻc hai 

PhҼҺng tr³nh bԀc hai v֧i h֓ s֝ thֽc 
2 0, 0bx cax a  

vӾn c· nghi֓m phֵc trong cӶ trҼ֩ng h֯p bi֓t thֵc 
2 4b ac âm. 

Ph©n t²ch vԒ tr§i 

2

2
)[ 0( ]

2 4
a x

b

a a
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hay 2 2 2) (( ) 0
2 2

b
i

a a
x . 

 

Do Ľ· 
1 2, .

2 2
x x

b i b i

a a
 

Rõ ràng hai nghi֓m l¨ hai s֝ phֵc li°n h֯p v¨ ph©n t²ch nh©n tֹ ĽҼ֯c  
2

1 2( )( )bx c a x x xa xx  

trong cӶ trҼ֩ng h֯p ȹ<0. 

B©y gi֩ x®t phҼҺng tr³nh bԀc hai v֧i h֓ s֝ phֵc 
2 0, 0bz caz a  

Sֹ dֱng ph©n t²ch nhҼ tr°n , ĽҼ֯c 

2

2
[( ) ] 0

2 4
a

b
z

a a
 

ᵼ 2

2
)(

2 4

b

a a
z  hay 

2(2 ) ,az b  

ņԊt y=2az+b, phҼҺng tr³nh tr֫ th¨nh 
2 ,u viy u,vɴ ᴙ  

PhҼҺng tr³nh c· nghi֓m 

1,2 ( ( ) ).
2 2

r u r u
sgnvy i  

 

֫ Ľ©y r=|ȹ| v¨ sgnv l¨ dӸu cֳa v.VԀy nghi֓m phҼҺng tr³nh ban ĽӺu l¨  

1,2 1,2

1
( )

2
b yz

a
. 

Quan h֓ nghi֓m v¨ h֓ s֝  

1 2 1 2, ,
2

b c
z z

a
z z

a
 

Và luôn có ph©n t²ch nh©n tֹ 
2

1 2( )( )bz c a z z za zz . 

Bài tԀp 8. GiӶi phҼҺng tr³nh h֓ s֝ phֵc 
2 8(1 ) 63 16 0.z i z i  

L֩i giӶi.  
2(4 4 ) (63 16 ) 63 16i i i  
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2 2| 63 16 65|r . 

PhҼҺng tr³nh  
2 63 16y i  

C· nghi֓m 
1,2

65 63 65 63
( ) (1 8 )

2 2
y i i . Kéo theo  

1,2 4 4 (1 8 ).i iz  

Do Ľ· 1 25 12 , 3 4iz z i  

Ta c· thԜ d½ng c§ch kh§c ĽԜ giӶi phҼҺng tr³nh bԀc hai tr°n. 
2(4 4 ) (63 16 ) 63 16i i i  

T³m hai cŁn bԀc hai cֳa 63 16i, tֵc l¨ t³m 2, 63 16z x yi z i  
2 2

2 2
163

2 63 16 .
88

xx y
x y xyi i

yxy _
 

ȹô c· hai cŁn bԀc  hai l¨ 1-8i, -1+8i.  

PhҼҺng tr³nh c· hai nghi֓m 

1

2

4(1 ) (1 8 ) 5 12 ,

4(1 ) (1 8 ) 3 4

i i i

i i i

z

z
 

Bài tԀp 9. Cho p, q l¨ hai s֝ phֵc , qÍ 0. Chֵng minh rԄng nԒu c§c nghi֓m phҼҺng tr³nh bԀc 

hai 2 0pxx q  có M¹Ľun  bԄng nhau, th³ 
p

q
 l¨ m֥t s֝ thֽc 

 L֩i giӶi. g֙i x1, x2 l¨ c§c nghi֓m phҼҺng tr³nh v¨ 1 2| .| | |r x x Khi Ľ· 
2 2

1 2 1 2 1 2 2 1
1 22 2 2 2

1 2 2 1

( ) 2
2 2 2 ( )

p x x x x x x x x
Re x x

q x x x x r r r
 

L¨ s֝ thֽc. HҺn nֻa  

2

1 2 1 2) |Re( | ,x x x x r do Ľ· 
2

2
0

p

q
. 

VԀy 
p

q
l¨ m֥t s֝ thֽc. 

Bài tԀp 10. Cho a,b,c l¨ ba s֝ phֵc kh§c 0 ph©n bi֓t v֧i |a|=|b|=|c|. 

a) Chֵng minh rԄng nԒu m֥t nghi֓m phҼҺng tr³nh 2 0bz caz c· M¹Ľun  bԄng 1 th³ 

b
2
=ac. 

b) NԒu m֣i phҼҺng tr³nh  
2 20, 0az bz c bz cz a c· m֥t nghi֓m c· M¹Ľun bԄng 1 th³  

|a-b|=|b-c|=|c-a|. 
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L֩i giӶi.  

a)  g֙i 1 2,z z là các nghi֓m phҼҺng tr³nh v֧i |z1|=1. Tַ 
2

1

1
.

c

a
z

z
 kéo theo 

2

1

1
| | | . 1

|
| .

|

c

a z
z B֫i v³ 

1 2 ,| | | |,
b

z a
a

z b ta có 2

1 2 1.| |zz H֓ thֵc tҼҺng 

ĽҼҺng v֧i  

1 2 1 2)( ) 1( z z zz , tֵc l¨ 
1 2

1 2

1 1
( )( ) 1.z z

z z
 

2

1 2 1 2( ) ,z z z z  hay  2)(
b c

a a
 ᵼ  

2b ac. 

b) Theo câu a)  2 2,acb c ab. Nh©n c§c h֓ thֵc ĽҼ֯c 
2 2 2 2 .c a bc a cb b Do Ľ·  

2 2 2 .b c ab bc caa  
H֓ thֵc tҼҺng ĽҼҺng v֧i  

2 2 2( ) (( ) ) 0,b c c aa b  

Tֵc l¨  
2 2 2( ) 2( )( ) ( ) 2( )( ).( ) b c a b b c c a a b ba cb  

Kéo theo 2 ( )( )( ) a ba bc c . LӸy gi§ tr֗ tuy֓t Ľ֝i, ĽҼ֯c 2 , 

֫ Ľ©y | |, | |, | |b c c a a b. TҼҺng tֽ ĽҼ֯c 2 2, . C֥ng 

c§c h֓ thֵc, ĽҼ֯c 
2 2 2  

Tֵc l¨ 2 2 2) ( ) (( ) 0. Do Ľ· Ŭ=ɓ=ɔ. 

1.9  B¨i tͻp 

1. Cho c§c s֝ phֵc 1 2 31 2 , 2 3 , 1zz i i z i . Tính  

a) 1 2 3z z z , 

b) 1 2 2 3 3 1z z z zz z , 

c) 1 2 3z z z , 

d) 2 2 2

1 2 3z z z , 

e) 1 2 3

2 3 1

z z z

z z z
, 

f) 
2 2

1 2

2 2

2 3

z z

z z
. 

2. GiӶi phҼҺng tr³nh  

a) 5 7 2 ;z i i  
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b) 2 3 5 ;i z i  

c) (2 3 ) 4 5z i i ; 

d) 3 2
1 3

z
i

i
. 

3. Trong C, giӶi phҼҺng tr³nh sau 

a) 2 1 0;z z  

b) 3 1 0.z  

4. Cho z=i. Tính   
0

k
n

k

z , t½y theo s֝ nguy°n dҼҺng n . 

5. GiӶi phҼҺng tr³nh  

a) (1 2 ) 1 3 ;z i i  

b) 2 11 .( ) 7i z i  

6. Cho z=a+bi. Tính 2 3 4, , .zz z  

7. Cho 0 .z a bi Tìm zɴ  C sao cho 2

0.z z  

8. Cho z=1-i. Tính ,nz n nguy°n dҼҺng. 

9. T³m c§c s֝ thֽc x, y sao xho  

a) (1 2 ) (1 2 ) 1 ;i x y i i  

b) 
3 3

;
3 3

x y
i

i i
 

c) 2 2 2 21
(3 2 ) 4 (3(4 3 ) 2 ) .

2
i xy y x xyx yi i  

10. Tính  

a) (2 )( 3 2 )(5 4 );i i i  

b) (2 4 )(5 2 ) (3 4 )( 6 );i i i i  

c) 1 861
( ( ;

1
) )

1 1

i i

i i
 

d) 6 61 3 1 7
)( ( ;

2 2
)

i i
 

e) 
3 7 5 8

.
2 3 2 3

i i

i i
 

11. Tính  

a) 2000 1999 201 82 47;i i ii i  

b) 2 31 ;n

nE ii i i nÓ 1; 

c) 1 2 3 2000. . . ;ii ii  
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d) 5 7 13 100 94( ) ( ) ( ) ;i i i i i  

12. GiӶi phҼҺng tr³nh  

a) 2 ;z i  

b) 2 ;z i  

c) 2 1 2
;

2 2
z i  

13. T³m c§c s֝ phֵc zÍ 0 sao cho 
1

z R
z

 

14. Chֵng minh rԄng 

a) 7 7

1 (2 5) (2 5) ;i i RE  

b) 2

19 7 20 5

9 7 6

n n
i i

R
i i

E . 

15. Chֵng minh  

a) 
2 3 3

2 2 2 2 2 2 2

1 32 2 312 1 1| | || | | | | | || | | | ;z z z z z z zz z z zz  

b) 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2|1 | (1 | )(1 | );| | | |z z z zz z  

c)  2 2 2 2

1 2 1 2 1 2|1 | (1 | )(1 | );| | | |z z z zz z  

d) 2 2 2

1

2

1 2 3 3 1 2 3 1 2 32| | | || | | |z z z zz z z z zz z z  
2 2 2 2

1 2 34(| | | | )||z zz . 

16. Cho 
* 3

3

1
, .| | 2z C

z
z  Chֵng minh 

1
| 2.|

z
z  

17. T³m tӸt cӶ c§c s֝ phֵc z sao cho  
2 2| | 1,| | 1z z z . 

18. T³m tӸt cӶ c§c s֝ phֵc z sao cho  
2 24 8 8| .|z z  

19. T³m tӸt cӶ c§c s֝ phֵc z sao cho 3 .z z  

20. Xét zɴ  ᴇ , Re(z)>1. Chֵng minh  

1 1 1
| .

2
|

2z
 

21. Cho c§c s֝ thֽc a,b v¨ 
1 3

.
2 2

i Tính  

2 2( () )c ca b a b . 

22. GiӶi phҼҺng tr³nh  

a) | | 2 3 4 ;z z i  
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b) | | 3 4 ;z z i  

c) 3 2 11 , , ,i z x yz i x y Z 

d) 2 (1 2 ) 1 0;iz i z  

e) 4 26(1 ) 5 6 0;i zz i  

f) 2 2 11 0.(1 )z ii  

23. T³m tӸt cӶ c§c s֝ thֽc m sao cho phҼҺng tr³nh  
3 2(3 ) 3 ( ) 0i zz z m i  

C· ²t nhӸt m֥t nghi֓m thֽc. 

24. T³m tӸt cӶ c§c s֝ phֵc z sao cho 
' ( 2)( )iz z z  

l¨ s֝ thֽc. 

25. T³m tӸt cӶ s֝ phֵc z sao cho |
1

| ||z
z

. 

26. Cho 1 2, ,z z C sao cho 
1 2 1 2| 3,| | | | 1| z z z z . Tính 1 2| |z z . 

27. T³m tӸt cӶ c§c s֝ nguy°n dҼҺng n sao cho  

1 3 1 3
) ) 2.

2 2
( (n ni i

 

28. Cho s֝ nguy°n n>2. T³m s֝ nghi֓m phҼҺng tr³nh  
1nz iz . 

29. Cho 1 2 3, ,z z zl¨ ba s֝ phֵc 1 2 3| | | | | 0| Rz z z . 

Chֵng minh  
2

1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1|| | || || | | || | 9z z z z z z z z z Rz z z . 

30. Cho u,v,w l¨ ba s֝ phֵc | | 1,|
( )

1
|

.
1,u v w

v u z

u z
. Chֵng minh 1 || | 1|w z . 

31. Cho 1 2 3, ,z z zl¨ ba s֝ phֵc sao cho  

1 2 3 1 2 30,| | | | | | 1.z z z z z z  

Chֵng minh  
2 2 2

1 2 3 0z z z . 

32. Cho c§c s֝ phֵc  1 2, , , nzz z sao cho 

1 2| || | 0| | nz z rz  

Chֵng t֛  

1 2 2 3 1 1

1 2

( )( ) ( )( )n n n

n

z z z z z z z z

z z
E

z
l¨ s֝ thֽc. 

33. Cho c§c s֝ phֵc ph©n bi֓t 1 2 3, ,z z z sao cho 
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1 2 3| || | | | 0z z z  

NԒu 1 2 3 2 3 1 3 1 2, ,z z z z z zz z zl¨ c§c s֝ thֽc, chֵng t֛ 1 2 3 1z z z . 

34. Cho 1 2,x x l¨ c§c nghi֓m phҼҺng tr³nh 2 1 0x x . Tính  

a) 2000 2000

1 2 ;xx  

b) 1999

1

999

2

1 ;xx  

c) 
1 2;
n nx x n N. 

35. Ph©n t²ch th¨nh t²ch c§c Ľa thֵc bԀc nhӸt c§c Ľa thֵc 

a) 4 16;x  

b) 3 27x ; 

c) 3 8x ; 

d) 4 2 1.x x  
36. T³m tӸt cӶ c§c phҼҺng tr³nh bԀc hai h֓ s֝ thֽc c· m֥t trong c§c nghi֓m sau 

a) (2 )(3 )i i ; 

b) 
5

2

i

i
; 

c) 51 80 45 382 3 4ii i i . 

37. (BӸt ĽԆng thֵc Hlawka) chֵng minh  

1 2 2 3 3 1 1 2 3 1 2 3 1 2 3| | | | | | | | | | |, ,| | | ,z z z z zz z z z z z z z z z C 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



B¨i tԀp s֝ phֵc  
 

L° L֑  Page 22 
 

1.10  ņ§p s֝ v¨ hҼ֧ng dӾn 
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    8. V֧i m֙i s֝ nguy°n k kh¹ng ©m, ta c· 

 

    

    
     

 

 

 
 



B¨i tԀp s֝ phֵc  
 

L° L֑  Page 24 
 

        37. 

1 2 2 3 2 1 2 3 1 23 1 2 3 1 3| . | | 2 | (2 ) | 2 | | . | | 2 | || || z z z z z z z z z z z z z z zz  

1 22 3 33 1 3 2 1| . | | 2 | | . | | |2 2 | ||| z z z z z z z zz z  

1 23 1 31 2 1 2 3| . | | 2 | | . | | |2 2 | ||| z z z z z z z zz z  
C֥ng c§c bӸt ĽԆng thֵc v֧i  

2 2 2 2 2 2 2

1 2 12 3 1 23 1 2 3 3| | || | | | | | | | || |z z z z zz z z z z z z  

c· ĽiԚu phӶi chֵng minh. 
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2. BiԜu di֑n h³nh h֙c cֳa s֝ phֵc 

2.1  BiΘu diΚn h³nh hΣc cνa sΧ phοc 

ņ֗nh nghǫa. ņiԜm M(x,y) tr°n mԊt phԆng Oxy g֙i l¨ ĽiԜm biԜu di֑n h³nh h֙c cֳa s֝ phֵc 

z=x+yi. S֝ phֵc z=x+yi g֙i l¨ t֙a Ľ֥ phֵc cֳa ĽiԜm M(x,y). ta d½ng kĨ hi֓u M(z) ĽԜ ch֕ t֙a Ľ֥ 

phֵc cֳa M l¨ z. 

MԊt phԆng t֙a Ľ֥ v֧i vi֓c biԜu di֑n s֝ phֵc nhҼ tr°n g֙i l¨ mԊt phԆng phֵc. 

 
C§c ĽiԜm M,Mô (tҼҺng ֵng v֧i ,z z) Ľ֝i xֵng nhau qua Ox. 

C§c ĽiԜm M,Môô (tҼҺng ֵng v֧i ,z z) Ľ֝i xֵng nhau qua g֝c t֙a Ľ֥ O. 

 

 MԊt kh§c, ta c· thԜ Ľ֟ng nhӸt s֝ phֵc z=x+yi v֧i v OM
ggggdd

, M(x,y) . 
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2.2  BiΘu diΚn h³nh hΣc cνa M¹Ľun  
2 2 |. |z x yi OM x y z . KhoӶng c§ch tַ M(z) ĽԒn O l¨ M¹Ľun cֳa s֝ phֵc z. 

LҼu Ĩ.  

a) V֧i s֝ thֽc dҼҺng r, tԀp c§c s֝ phֵc v֧i M¹Ľun r biԜu di֑n tr°n mԊt phԆng phֵc l¨ ĽҼ֩ng 

tròn ᴡ (O;r). 

b) C§c s֝ phֵc z, |z|<r l¨ c§c ĽiԜm nԄm trong ĽҼ֩ng tr¸n ᴡ (O;r). C§c s֝ phֵc z, |z|>r l¨ c§c 

ĽiԜm nԄm ngo¨i ĽҼ֩ng tr¸n ᴡ (O;r).  

V² dֱ 7. C§c s֝ phֵc 
1 3

,
2 2

1,2,3,4kz ki ĽҼ֯c biԜu di֑n trong mԊt phԆng phֵc 

b֫i b֝n ĽiԜm tr°n ĽҼ֩ng tr¸n ĽҺn v֗ tâm O. B֫i v³   

1 2 3 4| | | | | 1| | |z zz z . 

2.3  BiΘu diΚn h³nh hΣc c§c ph®p to§n  

(1) Ph®p to§n c֥ng v¨ nh©n. X®t s֝ phֵc 1 1 1 2 2 2,x y i z x y iz  v¨ c§c vectҺ  tҼҺng 

ֵng 
1 1 2 2 21 ,v x i y j v x i y j
gd ggdd d d d

. 

T֡ng hai s֝ phֵc  

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )) (z z x y x y x xi y y ii . 

T֡ng hai vectҺ  

1 2 1 2 1 2( ) ( )v v x x i y y j
gd ggd d d

. 

T֡ng 1 2z z  tҼҺng ֵng v֧i vectҺ t֡ng 
1 2v v
gd ggd

. 
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V² dֱ 8. 

a) (3 5 ) (6 ) 9 6i i i : biԜu di֑n h³nh h֙c cֳa t֡ng ֫ h³nh 1.5. 

b) (6 2 ) ( 2 5 ) 4 3i i i : biԜu di֑n h³nh h֙c ֫ h³nh 1.6. 

 

TҼҺng tֽ, hi֓u 1 2z z tҼҺng ֵng v֧i vectҺ 
1 2v v
gd ggd

 

c) Ta có ( 3 ) (2 3 ) ( 3 ) ( 2 3 ) 5 2i i i i i , hình 1.7. 

 
d) (3 2 ) ( 2 4 ) (3 2 ) (2 4 ) 5 2i i i i i , hình 1.8. 
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KhoӶng c§ch hai ĽiԜm 1 1 1 2 2 2( , ), ( , )x y M x yM bԄng M¹Ľun cֳa s֝ phֵc 1 2z z  bԄng Ľ֥ d¨i 

vectҺ 
1 2v v
gd ggd

. 

2 2

1 2 1 2 1 2 2 1 2 1| | | | ( ) ( )M z z v v x x y yM
gd ggd

. 

(2) T²ch cֳa s֝ phֵc v֧i s֝ thֽc. X®t s֝ phֵc z=x+yi v¨ vectҺ tҼҺng ֵng v xi yj
d dd

. NԒu ɚ 

l¨ s֝ thֽc th³ t²ch ɚ z=ɚ x+ɚyi  tҼҺng ֵng v֧i vectҺ  

v xi yj
d dd

. 

NԒu ɚ >0 th³ ,v v
d d
c½ng hҼ֧ng v¨  

| | | |v v
d d

. 

NԒu  ɚ<0 th³ ,v v
d d
ngҼ֯c  hҼ֧ng v¨  

|| | |v v
d d

. 

TӸt nhi°n , ɚ  =0 th³ 0v
dd

. 

 
V² dֱ 9.  

a) Ta có 3(1 2 ) 3 6i i , hình 1.10 

b)  2( 3 2 ) 6 4i i  
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2.4  Bài tͻp 

1. BiԜu di֑n h³nh h֙c c§c s֝ phֵc sau tr°n mԊt phԆng phֵc 

1 2 3 43 , 4 2 , 5 4 , 5 ,z z zi zi i i  

5 6 7 8z1, 3 , 2 , 4z .i iz z  

2. BiԜu di֑n h³nh h֙c c§c h֓ thֵc  

a) ( 5 4 ) (2 3 ) 3i i i ; 

b)   4 i 6 4i 2 3i; 

c) ( 3 2 ) ( 5 ) 2 3i i i ; 

d) (8 ) (5 3 ) 3 4i i i ; 

e) 2( 4 2 ) 8 4i i ; 

f) 3( 1 2 ) 3 6i i . 

3. BiԜu di֑n h³nh h֙c z 

a) | 2 | 3z ; 

b) | | 1z i ; 

c) | 1 2 | 3z i ; 

d) | 2 | | 2 | 2z z ; 

e) 0 Re( ) 1z ; 

f) 1 Im( ) 1z ; 

g) 
1

e(
2

) 0R
z

z
; 

h) 
1 z

R
z

 

4. T³m tԀp c§c ĽiԜm M(x,y) trong mԊt phԆng phֵc  
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2 4| 4 | 10x i y . 

5. Cho 1 2z1 , 1i iz . Tìm z3  ɴᴇ sao cho c§c ĽiԜm biԜu di֑n cֳa 1 2 3, ,z z ztӴo 

thành tam giác ĽԚu. 

6. T³m c§c ĽiԜm biԜu di֑n 2 3,,z z z  sao cho ch¼ng tӴo th¨nh tam giác vuông. 

7. T³m c§c ĽiԜm biԜu di֑n s֝ phֵc z sao cho  

|
1

| 2z
z

. 

2.4   ņ§p s֝ v¨ hҼ֧ng dӾn 

3. 
a) ņҼ֩ng tr¸n t©m (2,0) b§n kinh 3. 

b) Hình tròn tâm (0,-1) bán kính 1. 

c) PhӺn ngo¨i ĽҼ֩ng tr¸n t©m (-1,-2) bán kính 3. 

              

           
 

7.H֯p hai ĽҼ֩ng tr¸n  
2 2 2 22 1 0, 2 1 0y y x y yx . 



B¨i tԀp s֝ phֵc  
 

L° L֑  Page 31 
 

 

3 DӴng lҼ֯ng gi§c cֳa s֝ phֵc 

3.1  TΣa Ľί cχc cνa sΧ phοc 

Trong mԊt phԆng Oxy, cho M(x,y) kh§c g֝c tӴo Ľ֥. 

S֝ thֽc 2 2r x y g֙i l¨ b§n k²nh cֽc cֳa ĽiԜm M. S֝ Ľo ɗɴ  [0;2ˊ)  cֳa g·c lҼ֯ng gi§c 

, )(Ox OM
ggd ggggd

g֙i l¨ argument  cֳa M. CԊp c· thֵ tֽ (r,ɗ) g֙i l¨ t֙a Ľ֥ cֽc cֳa M, viԒt M(r,ɗ). 

Song ánh  
(0,0) (0, ) [0: ,2 ), (( , )) ( , )R hh R x y rR  

ņiԜm g֝c O l¨ ĽiԜm duy nhӸt c· r=0, ɗ kh¹ng x§c Ľ֗nh. 

M֣i  ĽiԜm M trong mԊt phԆng c· P là giao ĽiԜm duy nhӸt  cֳa tia OM v֧i ĽҼ֩ng tr¸n ĽҺn v֗ 

tâm O. 

Rõ ràng  

cos

sin

x r

y r
. 

Xét argument cֽc cֳa M v֧i c§c trҼ֩ng h֯p sau: 

 

a) NԒu xÍ 0, tַ tan
y

x
, ĽҼ֯c 

arctan ,
y

k
x

 

֫ Ľ©y  
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0, 0 & 0

1, 0,

2, 0, 0

x y

x y R

x y

k  

b) NԒu x= 0, v¨ yÍ 0 ĽҼ֯c 

 

, 0
2

3
, 0

2

y

y

. 

V² dֱ 10. T³m c§c t֙a Ľ֥ cֽc cֳa  

1 2 3 4 5 6 7 8(2, 2), ( 1,0), ( 2 3, 2), ( 3,1), (3,0), ( 2,2), (0,1), (0, 4)M M M M M M M M

D֑ thӸy 

2 2

1 1 1

7 7
2 ( 2) 2 2; arctan( 1) 2 2 , (2 2, )

4 4 4
r M . 

22 21; arctan0 , (1, )Mr  

23 3

3 7 7
4; arctan , (4, )

3 6 6
r M  

4 4 4

3
2; arctan , (2, )

3 6 6
r M  

25 53; arctan0 0 0, (3,0)r M  

6 6 6

3 3
2 2; arctan( 1) , (2 2,

44 4
)Mr  

7 7 71; , (1, )
2 2

Mr  

8 8 8
2

3 3
4

2
; , (1, )Mr . 

V² dֱ 11.T³m t֙a Ľ֥ vuông góc cֳa c§c ĽiԜm cho b֫i t֙a Ľ֥ cֽc  

21 3

2 7
(2, ), (3, ), 1 )

4
( ,1

3
M M M . 

1 1 1

2 1 2 3
2cos 2( ) 1, 2sin 2 3, ( 1, 3)

3 2 3 2
y Mx . 

2 2 2

7 3 2 7 3 3 2 3 2
3cos , 3sin , ( , )

2 4 2

2

2 24
x y M . 

TҼҺng tֽ 3 3 3cos1, sin1, (cos1,si )n1x y M . 
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3.2   BiΘu diΚn l̯ιng gi§c cνa sΧ phοc  

Cho s֝ phֵc z=x+yi ta c· thԜ viԒt z dӴng cֽc:  

cos( sin )z r i , 

 r=|z|ɴ  [0,Ð), ɗ l¨ m֥t argument cֳa z v¨ [0;2 )  . 

V֧i zÍ 0, r v¨  ɗ  x§c Ľ֗nh duy nhӸt. 

Xét cos( sin )z r i , ĽԊt 2 ,k k Z thì 

cos( 2 ) sin( 2 )[ ] (cos sin )k i k iz r r  

Tֵc l¨ , v֧i s֝ phֵc bӸt kȢ z c· thԜ viԒt cos sin ),( 0,t t tz i rr R. Khi Ľ· ta n·i z 

ĽҼ֯c biԜu di֑n dӴng lҼ֯ng gi§c. 

TԀp { , 2 , }Argz t t k k Z g֙i l¨ argument  m֫ r֥ng cֳa z. 

Do Ľ· hai s֝ phֵc 1 2, 0z z biԜu di֑n dӴng lҼ֯ng gi§c 

1 1 2 21 21 2(cos sin ), (cos sin )r t i t r t iz z t bԄng nhau 
1 2

1 2 2

r r

t kt
, k  ɴᴚ  

V² dֱ 12. ViԒt c§c s֝ sau dҼ֧i dӴng cֽc v¨ x§c Ľ֗nh tԀp Argz 

a) 1 1z i , 

b) 2 2 2z i , 

c) 
3 1 3z i , 

d) 
4 1 3z i  

a) 1( 1, 1)P nԄm ֫ g·c phӺn tҼ thֵ ba. 

2 2

1

5
( 1) ( 1) 2, arctan arctan1

4 4
r

y

x
 

 

1

5 5
2(cos sin )

4 4
iz  
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1

5
2 , }

4
{ k kAr z Zg . 

b) 2(2,2)P nԄm ֫ g·c phӺn tҼ thֵ nhӸt 

2 22 2,
4

r  

2 2 2(cos sin )
4 4

iz  

2 { 2 , }
4

kr ZA gz k  

c) 
3( 1, 3)P thu֥c g·c phӺn tҼ thֵ hai 

3 3

2

3
2,r  

3
3

2 2
2(cos sin )

3
z i  

 

3
3

2
{ 2 , }A k Zrgz k . 

d) 
4(1, 3)P  thu֥c g·c phӺn tҼ thֵ tҼ 

4 4

5

3
2,r  
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4
3

5 5
2(cos sin )

3
z i  

4
3

5
{ 2 , }A k Zrgz k . 

V² dֱ 13. ViԒt c§c s֝ phֵc sau dҼ֧i dӴng cֽc 

a) 1 2z i , 

b) 2 1z , 

c) 3 2z , 

d) 4 3z i . 

V¨ x§c Ľ֗nh Arg  cֳa ch¼ng. 

a) ņiԜm 1(0,2)P thu֥c phӺn dҼҺng trֱc tung, n°n 

1 1 1

1

2, , 2(cos sin
2 2 2

{ 2 }
2

)

,

r

Argz

z i

k k Z

 

b) ņiԜm 2( 1,0)P thu֥c phӺn ©m trֱc ho¨nh, n°n 

2 2

2

21, , cos sin

{ 2 }

z i

g k

r

Ar z
 

c) ņiԜm 3(2,0)P thu֥c phӺn dҼҺng trֱc ho¨nh, n°n 

3 3 3

3

2, 0, 2(cos0 sin0)

{2 , }

z ir

Argz k k Z
 

d) ņiԜm 4(0, 3)P thu֥c phӺn ©m trֱc tung, n°n 
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4 4 4

4

3 3 3
3, , 2(cos sin )

2 2 2

3
{ 2 , }

2

r

Ar

z

k Zgz

i

k

 

Rõ ràng 

cos0 sin0;1 cos sin
2 2

ii i ; 

3 3
cos sin ; cos s

2 2
1 inii i . 

Bài tԀp 11. ViԒt s֝ phֵc sau dҼ֧i dӴng cֽc 

cos sin , (0,2 )1z aa i a . 

L֩i giӶi.  

2 2 2(1 cos ) sin 2(1 cos ) 4c| | os 2 | cos |
2 2

a a
z a a a .  

a) NԒu (0, ) (0, )
2 2

a
a , P nԄm g·c phӺn tҼ thֵ nhӸt  . Do Ľ· 

sin
arctan arctan(tan ) ,

1 cos 2 2

2cos (cos sin )
2 2 2

a a a

a

a a a
z i

. 

b) NԒu ( ,2 ) ( , )
2 2

a
a , P nԄm g·c phӺn tҼ thֵ tҼ  . Do Ľ· 

rctan(tan ) 2 2 ,
2 2 2

2cos [cos( ) sin( )]
2 2 2

a a a
a

a a a
z i

 

c) NԒu a , thì z=0. 

Bài tԀp 12. T³m c§c s֝ phֵc z sao cho  

| 1| |1,|
z

z
z

z

z
. 

L֩i giӶi. ņԊt cos sin , [0,2 ).x i xz x  
2 2

2

| |
|

| |

| cos2 sin2 cos2 sin2 |

2 | c

1

|

|

os2

z z z z

z z z

x i x x i x

x
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Do Ľ·  

1
cos2

2
x  hoԊc 

1
cos2

2
x . 

NԒu 
1

cos2
2

x thì  

21 3 4

5 7 11
, , ,

6 6 6 6
x x x x  

NԒu 
1

cos2
2

x thì  

5 6 7 8

2 4 5
, , ,

3 3 3 3
x x x x  

Do Ľ· c· 8 nghi֓m  

cos sin ,8.1,2,3,k k kx i xz k  

 

3.2  C§c ph®p to§n tr°n dͧng l̯ιng gi§c sΧ phοc 

(1) Phép nhân  

ņ֗nh lĨ.  

Khi Ľ· 

. 

Chֵng minh.  

 

 

LҼu Ĩ  

a) M֥t lӺn nֻa ta lӴi  . 

b) ,  

. 

c) C· thԜ viԒt  

d) M֫ r֥ng v֧i nÓ 2 s֝ phֵc . NԒu  

 

C¹ng thֵc tr°n c· thԜ viԒt  

. 


